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В статье «Изобразительная нить: математика» 
(«Квантик» № 5 за 2024 год) рассказывалось, как с 
помощью техники нитяной графики можно изобра-
зить гладкую кривую, не рисуя самой кривой, а рисуя 
только прямые линии – касательные к кривой.

     

Перегибая листочек бумаги, мы научились изо-
бражать конические сечения – эллипс, гиперболу 
и параболу.

 Рассмотрим ещё две кривые, теперь уже относя-
щиеся к семейству циклоид, а точнее, эпициклоид. 
Кардиоида (др.-греч. καρδια – сердце, ειδος  – вид)  – 
кривая, которая описывается фиксированной точ-
кой окружности, катящейся без проскальзывания 
по внешней стороне неподвижной окружности такого 
же радиуса. Так как длины окружностей совпадают, 
то у кардиоиды одна негладкая, «острая» точка.

Если катящаяся окружность будет иметь радиус  
в два раза меньше радиуса неподвижной, то получит-
ся нефроида (др.-греч. νεφρος – почка, ειδος – вид). 
Так как длина маленькой окружности в два раза 
меньше длины неподвижной окружности, то и не-
гладких точек теперь две.

От проекта 
«Математические этюды»

ФИЗИКАФИЗИКА



10

 

Эти кривые, за исключением нескольких точек, – 
гладкие, и их тоже можно увидеть как огибающие 
семейства касательных. Для этого расставим равно-
мерно на окружности N точек. Чтобы «сплести» кар-
диоиду, для каждого k натянем ниточку от точки с 
номером k до точки с номером 2k. (Так как мы «жи-
вём» на окружности, то эту операцию надо делать 
«по модулю N»: если число 2k оказалось больше N, 
то делим его на N с остатком и рассматриваем этот 
остаток.) Для получения нефроиды закон соединения 
следует поменять на k f 3k. В интернете по ссылке  
etudes.ru/models/cardioid-nephroid/ можно интерак-
тивно менять количество линий.

  

Доказательство того, что при таком натягивании 
ниточек получаются именно указанные кривые, опира-
ется на теорему о двух кругах (её можно найти, напри-
мер, в книге: Васильев Н. Б., Гутенмахер В. Л. «Пря-
мые и кривые», §  7 «Вращения и траектории», см. 
также etudes.ru/etudes/two-circles-theorem/). А сейчас 
визуализация огибающей с помощью касательных по-
зволит нам понять интересное физическое явление. 

После отражения света от какого-то предмета или 
когда свет преломляется в прозрачной посуде, иногда 
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можно наблюдать ярко освещённые кривые или обла-
сти, называемые ка устиками (др.-греч. καυστικος  – 
жгучий). Рассмотрим случай отражения. Если па-
раллельные лучи Солнца попадают на внутреннюю 
поверхность цилиндрической чашки с кофе, эмали-
рованной цилиндрической кастрюли или освещают 
металлическое цилиндрическое кольцо, то можно на-
блюдать каустику в виде нефроиды. 

  

Луч, приходящий сверху от Солнца, отражается 
от внутренней поверхности цилиндра, идёт вниз и, 
«ударяясь» о кофе, освещает на его поверхности точ-
ку. Лучи, отражающиеся от одной образующей ци-
линдра, то есть лежащие в вертикальной плоскости, 
проходящей через образующую и луч, подсвечивают 
на кофе отрезок прямой. Все такие плоскости парал-
лельны и пересекают поверхность кофе по параллель-
ным хордам.

 

Если посмотреть сверху, мы увидим картинку, по-
явившуюся ещё в конце XVII века в труде Христиана 
Гюйгенса «Трактат о свете» (рисунок вверху с.  12). 
Разберём подробнее отражение лучей из одной пло-
скости. Зелёная и салатовая дуги в сумме равны си-
ней, а значит, синяя дуга в два раза больше салато-
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вой. Считая от неподвижного конца салатовой дуги 
(точка 0), получаем закон, описанный выше для ка-
сательных к нефроиде, – из точки с номером k (точка 
отражения) на кофе выходит подсвеченный отрезок, 
направленный в точку с номером 3k.

Семейство подсвеченных на поверхности кофе от-
резков вырисовывает яркую линию. В математиче-
ских терминах, как мы уже знаем, – огибающую, а 
в физических терминах – каустику. 

Увидеть каустику в виде кардиоиды позволит ко-
ническая чашка. Надо только поймать момент, когда 
лучи Солнца параллельны её стенке (одной из образу-
ющих конуса). В этом случае разобранные для цилин-
дра картинки будут иметь следующий вид.

k

3k

0

k

2k

0
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Плоскость лучей, дающих на поверхности кофе 
касательную к каустике, проходит через образую-
щую, параллельную солнечным лучам, и образую-
щую, от которой лучи отражаются. Если считать от 
образующей, направленной на Солнце, то на виде 
сверху все лучи из этой плоскости после отражения от 
конуса подсвечивают точки на хорде, направленной 
от точки k к точке 2k.

На сайте «Математические этюды» по ссылке 
etudes.ru/etudes/caustic-nephroid-cardioid/ можно най
ти больше подробностей о каустиках и о том, как они 
образуются. А заинтересовавшийся читатель может 
провести подобные эксперименты и сам. На природе 
лучше – и для здоровья полезнее, и можно считать, что 
лучи от Солнца параллельны друг другу. Но хорошее 
приближение к описанным каустикам можно увидеть 
и в домашних условиях, используя, например, фона-
рик телефона. Проверить, что касательные к каусти-
кам отвечают указанным законам, можно, распечатав 
хорды k f 2k или k f 3k на бумаге и положив вырезан-
ный круг внутрь конуса или цилиндра.

Изобразительную нить использует сама Природа. 
Попробуйте и вы нарисовать свою картину!
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наш
КОНКУРСолимпиады

Приглашаем всех попробовать свои силы в нашем
заочном математическом конкурсе.

Третий этап состоит из четырёх туров (с IX по XII) и идёт c мая по август. 
Высылайте решения задач X тура, с которыми справитесь, не позднее 5 июля 

в систему проверки konkurs.kvantik.com (инструкция: kvantik.com/short/
matkonkurs), либо электронной почтой по адресу matkonkurs@kvantik.com, либо 
обычной почтой по адресу 119002, г. Москва, Б. Власьевский пер., д. 11, журнал 
«Квантик».

В письме кроме имени и фамилии укажите город, школу и класс, в котором вы 
учитесь, а также обратный почтовый адрес.

В конкурсе также могут участвовать команды: в этом случае присылается одна 
работа со списком участников. Итоги среди команд подводятся отдельно.

Задачи конкурса печатаются в каждом номере, а также публикуются на сайте 
www.kvantik.com. Участвовать можно, начиная с любого тура. Победителей ждут 
дипломы журнала «Квантик» и призы. Желаем успеха!

X ТУР

46. У Пети есть картонный пря-
моугольник. Он хочет разрезать его 
на части и сложить из них ромб. 
Помогите ему это сделать.

47. Какое из двух чисел, 100! или 
100! + 99! + 98!, оканчивается на боль-
шее количество нулей? Напомним, что 
n! – это произведение натуральных чи-
сел от 1 до n.



 

наш
КОНКУРС

Авторы задач: Борис Френкин (46), Михаил Мурашкин (47), Дмитрий Калинин (48), Игорь Акулич (49), 
Андрей Бабушкин, 7 класс (50) 

олимпиады

50. В выпуклом четырёхугольнике ABCD 
углы A и D равны, AD = AB + DC. Середин-
ный перпендикуляр к отрезку BC пересе-
кает отрезок AD. Докажите, что он делит 
ABCD на два четырёхугольника одинаково-
го периметра.

48. На столе лежит стопка блинов. Между 
соседними блинами либо сметана, либо ка-
кая-то одна сладкая начинка – мёд или варе-
нье. Сверху и снизу стопки пусто. У каждого 
блина ровно одна сторона намазана сметаной. 
У трети блинов одна сторона намазана варе-
ньем. У 10 блинов одна сторона намазана мё-
дом. Сколько блинов в стопке?

49. а) Найдите наименьшее це-
лое положительное число, каждая 
цифра которого равна количеству 
отличных от неё цифр этого чис-
ла. б) Найдите наибольшее такое 
число.

Художник Николай Крутиков



Автор Михаил ЕвдокимовХудожник Мария Усеинова

КВАДРАТЫ В ТРЕУГОЛЬНИКАХ
Произвольный прямоугольник разбит на прямо

угольные треугольники так, как показано на рисунке 
ниже. В каждый треугольник вписан квадрат со сторо-
ной, лежащей на гипотенузе. Что больше: площадь са-
мого большого (красного) квадрата или сумма площадей 
трёх остальных (зелёных) квадратов?

Задача предлагалась на базовом туре XLV Турнира городов весной 2024 года


