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Таблица математической черепахи
В нижней левой клетке до-

ски сидит математическая че-
репаха. Каждым ходом она уме-
ет сдвигаться на клетку вправо 
или на клетку вверх (рис. 1). За-
пишем в каждой клетке табли-
цы, сколькими способами до неё 
может добраться черепаха.

Ясно, что в любой клетке 
первой строки стоит число 1 
(в  неё можно попасть, только 
двигаясь всё время вправо). До-
гадались, какие числа стоят во 
второй строке? Правильно – по-
следовательные натуральные:  
1, 2, 3, … (рис. 2).

Удобно заполнять клетки 
числами одну за другой: в каж-
дую клетку черепаха может 
прий ти либо слева, либо снизу – 
поэтому число в каждой клетке 
равно сумме чисел в её «сосе-
дях» слева и снизу (рис. 3).

Например, в третьей строке стоят числа 1, 1 + 2, 
1 + 2 + 3, 1 + 2 + 3 + 4, … – их ещё называют треуголь-
ными (рис. 4, а). А в четвёртой строке стоят суммы 
последовательных треугольных чисел – это количе-
ства шариков в пирамидках (рис. 4, б).

Рис. 4.

Задача 1. Найдите формулу для N-го треугольно-
го числа.

Задача 2. Докажите, что в черепашьей таблице все 
числа на диагонали (кроме левого нижнего) – чётные.

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ЧЕРЕПАХА 
И ЧИСЛА СОЧЕТАНИЙ

Григорий Мерзон

а) 4-е треугольное число 
1 + 2 + 3 + 4 = 10

б) 4-е «тетраэдральное число»  
1 + 3 + 6 + 10 = 20

Рис. 2. Начинаем за-
полнять «таблицу мате-
матической черепахи»

1 3 ? ? ?

1 2 3 4 5

1 1 1 1 1

Рис. 1. Все пути чере-
пахи в третью клетку 
второй строки

Рис. 3. Число 6 полу-
чается как сумма чи-
сел под ним и слева от 
него; далее аналогично 
получается число 10…

3 6 10

3 4
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Кодируем пути
Каждый путь черепахи мож-

но закодировать «программой» 
(последовательностью) из букв 
П («вправо») и В («вверх»). 
Если конец пути расположен на 
X клеток правее и на Y клеток 
выше начала, то в программе 
будет X букв «П» и Y букв «В», 
всего X + Y (рис. 5).

Так значит, каждой клетке можно дать своё имя! 
Оно состоит из двух чисел: первое – сколько на пути 
черепахи в эту клетку будет ходов вправо, а второе – 
сколько ходов будет вверх. Числа будем записывать 
в  скобках через запятую. Например, (0, 0) – это ле-
вый угол (никуда идти не надо).

Итак, в клетке (X, Y) черепашьей таблицы стоит ко-
личество программ из X букв «П» и Y букв «В». Чтобы 
задать такую программу, нужно выбрать, на каких по-
зициях будет стоять буква «В». У нас Y букв «В», а мест 
для них имеется X + Y. Значит, программ столько же, 
сколько есть способов выбрать Y предметов из X + Y.

Например, в N-й клетке второй строки («клетке  
(N – 1, 1)») стоит число N: выбрать, какой из N ходов 
будет ходом вверх, можно как раз N способами.

Задача 3. Заменим в программе, ведущей в клет-
ку (X, Y), все «П» на «В», а все «В» на «П». В какую 
клетку приведёт новая программа?

Треугольник Паскаля
Количество способов выбрать k предметов из n 

обозначают  или Cn
k (в двух обозначениях k и n дей-

ствительно в разных местах, это не опечатка). А «та-
блицу математической черепахи» обычно поворачи-
вают и рисуют в виде треугольника из чисел, который 
называют треугольником Паскаля (рис. 6). Будем 
нумеровать и его строки, и числа в строках, причём 
счёт начинаем с нуля. Например, самое верхнее чис-
ло треугольника – это нулевое число нулевой строки 
(а, скажем, 2-е число 5-й строки равно 10). Тогда k-е 
число в n-й строке треугольника Паскаля – это как 
раз число .

Рис. 5. Путь черепахи 
в 4-ю клетку 3-й строки 
(«в клетку (3,2)»), со-
ответствующий «про-
грамме» ППВПВ 

Y
 =

 2

Х = 3
П П

П
В

В
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Мы уже умеем вычислять эти числа последова-
тельно, строка за строкой: на левой и правой сторо-
нах треугольника Паскаля стоят единицы, а каждое 
число внутри – сумма двух чисел над ним. Другими 
словами,  =  +  (на рисунке 6 эти числа 
соединены стрелочками для n = 4, k = 2).

 

Рис. 6. Таблица математической черепахи и треугольник Паскаля

Задача 4. Как связаны числа  и ? Как эту 
связь объяснить?

Задача 5. Найдите суммы чисел в первых несколь-
ких строках треугольника Паскаля. Что получается? 
Почему?

Задача 6. Выпишите первые 10 строк треугольни-
ка Паскаля и обведите в них все нечётные числа. Раз-
беритесь, в каких строках будут обведены все числа.

Если внимательно посмотреть на треугольник Па-
скаля, можно обнаружить ещё массу замечательных 
закономерностей (попробуйте!).

Строки треугольника Паскаля
Решим такую задачу: сколькими способами мож-

но выбрать в классе из n человек команду из k обыч-
ных игроков и одного капитана?

Можно сначала выбрать обычных игроков – од-
ним из  способов, а потом назначить одного из 
оставшихся n – k людей капитаном. Получаем ответ  

•(n – k).
Но можно рассуждать иначе! Сначала выберем всю 

команду из k + 1 игроков – одним из  способов, 
а  потом пусть они выберут среди себя капитана – од-
ним из k + 1 способов. Получаем ответ •(k + 1) .

Какое из этих рассуждений правильное? Оба пра-
вильные! На самом деле, мы доказали тождество

•(n – k) = •(k + 1).

1 4 10 20

1 3 6 10

1 2 3 4

1 1 1 1

1
1 1

1 2 1
1 3 3 1

1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
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Задача 7. Докажите похожим образом, что

 =  • .
Возможно, вы уже заметили, что числа в строках 

треугольника Паскаля сначала возрастают (до сере-
дины), а потом убывают – такое свойство называется 
унимодальность. Можно объяснить это так: по толь-
ко что доказанному, (k + 1)-е число в n-й строке по-
лучается из k-го умножением на (n – k)/(k + 1); пока  
k<(n + 1)/2, числитель больше знаменателя и следую-
щее число больше предыдущего (а потом наоборот).

Задача 8. Докажите, что при 1 < k < n – 1 число 
не может быть простым.

Формула для числа сочетаний
Те, кто решили задачу 6, доказали фактически 

и явную формулу для чисел сочетаний:

 =  
•

 
=

  
•

  •  
= … =

= •  
•

 … 
•

  
•

  
=

 

(где k! – обозначение для произведения 1•2•…•k).
Можно объяснить эту формулу и по-другому. Бу-

дем выбирать k предметов из n последовательно все-
возможными способами и записывать каждый выбор 
на бумажку. Первый предмет можно выбрать одним 
из n способов; после того как первый выбран, второй 
можно выбрать n – 1 способами (любой из оставших-
ся) и так далее. То есть мы запишем на бумажке всего  
n(n – 1)•…•(n – k + 1) строк. Но в них каждый из  на-
боров предметов будет встречаться k! раз: переставлен-
ный всевозможными способами. Вот и получается, что 

 
=

  
=

  .

Эта явная формула не всегда удобна. Так, если мы 
хотим найти число способов выбрать 99 предметов из 
100, вряд ли разумно сначала вычислять 100! и 99!, а 
потом делить одно на другое… Для вычислений (в том 
числе компьютерных) обычно удобнее рекуррентное 
задание (последовательное вычисление строки за стро-
кой). А для доказательства разных фактов про числа 
сочетаний полезно помнить про их комбинаторный 
смысл (выбор k предметов из n, количество путей…). Х

уд
ож

н
и

к 
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и

я 
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В «Квантике» № 8 за 2022 год был вопрос про карту 
осадков. На ней можно увидеть, где идёт дождь. Москва 
отмечена красной точкой. Куда дует ветер в Москве?

На первый взгляд здесь ничего не дано, но посмо-
трим на длинную тучу, закрученную в спираль. Чем 
ближе к центру, тем у́же туча. Подобную картинку 
можно увидеть в водовороте! Если капнуть краской 
на воду, пятно будет плыть вокруг водоворота, мед-
ленно приближаясь к нему. Чем ближе к водоворо-
ту, тем быстрее крутится вода, поэтому пятно будет 
менять свою форму (рис. 1). Ближние к водовороту 
слои будут обгонять дальние, и вскоре пятно превра-
тится в  спираль! Она продолжит 
крутиться и вытягиваться. По фор-
ме спирали можно восстановить на-
правление течения: оно не сильно 
отличается от направления, в кото-
ром надо двигаться вдоль спирали, 
если стремиться к её центру (рис. 1).

«Воздуховороты» называются циклонами: в них 
вращается не вода, а воздух. В центре циклона – об-
ласть пониженного давления. Это то самое давление, 
о котором говорят в прогнозе погоды. Воздух враща-
ется и немного приближается к центру, поэтому обла-
ко, независимо от первоначальной формы, постепенно 
превращается в спираль. Чтобы определить направле-
ние ветра в Москве, посмотрим на направление участ-
ка спирали между Москвой и центром циклона: ветер 
дует примерно на северо-восток; такой ветер называет-
ся юго-западным. Это и есть ответ к задаче.

Мы нашли направление ветра, предполагая, что 
центр циклона неподвижен. Но если вращающийся 

ОГЛЯНИСЬ
ВОКРУГ : ОТВЕТ

Максим Прасолов

Рис. 1
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циклон ещё и перемещается как единое целое – его 
сдувает какой-то ветер, – нужно сделать поправку на 
этот ветер.

Куда исчезает воздух в центре циклона? Есть два 
варианта: вниз и вверх. Но в задаче речь идёт о неболь-
ших дождевых облаках. Это самые низкие облака, по-
этому вниз уходить воздуху мешает Земля. Значит, 
в центре нашего циклона воздух поднимается. Это как 
водоворот, только вверх ногами! Если он сильный, то 
может поднять вверх даже дом, это называется смерч.

А может, мы всё перепутали, и на самом деле эту 
тучу на картинке не затягивает, а выбрасывает? Дей-
ствительно, бывает так, что над каким-то участком 
земли воздух движется вниз, а дальше воздух расхо-
дится во все стороны вне этого участка. Это называется 
антициклон. Но при этом дождевые облака возник-
нуть не могут! Дело в том, что в тёплое время года чем 
ниже воздух, тем он теплее, а значит, он может удержи-
вать больше воды в виде пара. Если при понижении воз-
никло облако, которое вот-вот прольётся, отчего же оно 
раньше не пролилось? По этой причине антициклон ле-
том несёт ясную погоду. О том, как всё-таки образуются 
дождевые облака, можно прочитать в «Квантике» № 2 
за 2013 год в статье «Почему облака снизу плоские?».

Хорошо, в центре циклона воздух поднимается, 
а дальше? В космос воздух улететь не может, его при-
тягивает Земля, поэтому он расходится в разные сто-
роны. Это как антициклон, только вверх ногами. На-
верху образуются новые облака, которые вылетают 
из центра в направлении, которое вращается вместе 
с циклоном. Представьте, что в разбрызгиватель для 
газона снизу подаётся вода, а дальше она вылетает 
через носик, который быстро крутится, – получает-
ся спираль. Новые облака тоже образуют спираль. 
При удалении от центра они испаряются. Посмотри-
те ускоренное видео урагана в интернете по ссылке 
kvan.tk/hurricane и найдите, какие облака в  него за-
сасываются, а какие из него разбрызгиваются.

Получается, что более низкие облака приближа-
ются к центру циклона, а более высокие – удаляются. 
И действительно, на небе иногда можно найти два об-
лака, которые летят в разные стороны, и даже в про-
тивоположные.

ОГЛЯНИСЬ
ВОКРУГ
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2. Малыш и Карлсон делят торт 5 × 6, 
украшенный вишенками (см. рисунок). 

Может ли Карлсон так 
разрезать торт на две оди-
наковые по форме и раз-
меру части, что все ви-
шенки достанутся ему? 

наш
КОНКУРСолимпиады

I ТУР

Приглашаем всех попробовать свои силы в нашем 
заочном математическом конкурсе.
Итоги прошлого конкурса будут опубликованы в 12-м номере.

А мы начинаем новый конкурс! Он пройдёт в три этапа: с сентября по декабрь, 
с января по апрель и с мая по август. Дипломы и призы получат не только победи-
тели за весь год, но и победители каждого этапа. 

Высылайте решения задач I тура, с которыми справитесь, не позднее 5 октября 
в систему проверки konkurs.kvantik.com (инструкция: kvan.tk/matkonkurs), либо 
электронной почтой по адресу matkonkurs@kvantik.com, либо обычной почтой по 
адресу 119002, г. Москва, Б. Власьевский пер., д. 11, журнал «Квантик».

В письме кроме имени и фамилии укажите город, школу и класс, в котором вы 
учитесь, а также обратный почтовый адрес.

В конкурсе также могут участвовать команды: в этом случае присылается одна 
работа со списком участников. Итоги среди команд подводятся отдельно.

Задачи конкурса печатаются в каждом номере, а  также публикуются на сайте 
www.kvantik.com. Участвовать можно, начиная с любого тура. Победителей ждут 
дипломы журнала «Квантик» и призы. Желаем успеха!

1. На чаепитии всех угощали конфетами. 
И  Петя, и  Вася взяли себе по две конфеты 
каждого вида, но съели только по 10 конфет 
каждый, а остатки принесли домой. Сколько 
всего видов конфет было на чаепитии, если 
Петя принёс домой конфеты только трёх ви-
дов, а Вася – шести?
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Авторы: Сергей Дориченко (1), Михаил Евдокимов (2), Алексей Канель-Белов (3),  
Борис Френкин (4), Фёдор Нилов (5)
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5. В вершинах куба расставили 8 чи-
сел так, что на любых двух параллель-
ных рёбрах общая сумма чисел одна и 
та же. Сколько среди этих 8 чисел мо-
жет быть различных? (Укажите все 
варианты, сколько различных чисел 
может быть, и докажите, что других ва-
риантов нет.)

3. Гарри Поттер поместил в толщу воды не-
подвижный ледяной кубик со стороной 1 см, 
после чего вся вода, находящаяся не дальше, 
чем на 1 см хоть от какой-то точки кубика, 
тоже замёрзла. Докажите, что получивший-
ся кусок льда можно разрезать на части и сло-
жить из них всех несколько фигур, каждая из 
которых – кубик, цилиндр или шарик.

4. На острове 99 жителей, и каж-
дый – либо спорщик, либо подпе-
вала. Всех по очереди спросили, 
кого на острове больше – спорщи-
ков или подпевал. Каждый, кро-
ме первого, отвечал так: если он 
подпевала, повторял ответ преды-
дущего, а если спорщик – отвечал 
наоборот. В результате 75 острови-
тян ответили неправильно. Можно 
ли только по этим данным опреде-
лить, кого на острове больше: спор-
щиков или подпевал?



По легенде, беглая царица 
Дидона, приплыв в чужие края, 
попросила у местного племени 
участок земли – хотя бы столько, 
сколько можно охватить воловьей 
шкурой. Получив согласие, Ди-
дона разрезала шкуру на тонкие 
ремешки и огородила ими целый 
холм! Так начинался Карфаген…

А древнюю задачу – какая фи-
гура с данным периметром имеет 
наибольшую площадь – называют 
задачей Дидоны. Ответ простой – 
круг (доказательство, правда, 
сложное). 
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Опираясь на этот факт, попро-
буйте разобраться в совсем дру-
гом, на первый взгляд, вопросе. 

Дан равносторонний треуголь-
ник. Какая линия, делящая его 
площадь пополам, имеет наи-
меньшую длину?


