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Изготовьте по данному эскизу на-
бор фигурок – 3 элемента пентамино и 
5 элементов тримино.

Задача. Используя эти 8 элементов, 
постройте одновременно две одинако-
вые симметричные фигуры. Элементы 
можно поворачивать и переворачивать, 
но нельзя накладывать друг на друга.

Эту задачу, среди других голово-
ломок, решали финалисты 22-го от-
крытого очного чемпионата России по 
пазлспорту, состоявшегося 15 июня 
2019 года в Москве. Задача оказалась 
непростой. За отведённые по регла-
менту на эту задачу 10 минут с ней 
справились 3 участника из 22. Это 
Евгений Бекишев, Артемий Клячин, 
Иван Лаптиев. Некоторые из участни-
ков быстро постро-
или одновременно 
две подобные сим-
метричные фигу-
ры (см. рисунок). 

Красиво, но это не соответствует усло-
вию данной задачи, фигуры должны 
быть одинаковыми, совпадающими 
при наложении.

Найдите правильное решение. В от-
личие от участников соревнований, 
у вас запас времени неограничен. 

Ещё одна головоломка на ту же тему. 
Всем известно, что есть всего два вида 
тримино – уголок и прямоугольник 
1  3. В предыдущей задаче мы исполь-
зовали 5 штук уголковых элементов 
тримино. Заменим эти элементы на 
прямоугольные. Получим следующий 
набор:

Решите ту же задачу с этим на-
бором элементов: постройте одно-
временно две одинаковые сим-
метричные фигуры. Автор этих 
головоломок (В. Красноухов) утверж-
дает, что в каждой из них существует 
единственное решение.

Желаем успехов!

Владимир Красноухов

СИММЕТРИЧНЫЕ БЛИЗНЕЦЫ
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Вы наверняка слышали, что пло-
щадь круга радиуса R равна πR2, но за-
думывались ли вы над тем, почему это 
верно?

Разрежем круг по радиусам на мно-
го одинаковых частей.

Если теперь «раскрыть» каждую из 
половин круга, то можно вставить их 
одна в другую и получить (почти) пря-
моугольник, площадь которого равна 
площади исходного круга.

Одну его сторону можно считать 
равной боковой стороне треугольника, 
то есть радиусу окружности. А длина 
другой стороны составляет половину 
длины окружности радиуса R, то есть 
равна πR (в том, что вся длина окруж-
ности равна 2πR, и состоит, напом-
ним, определение числа π).

Чем больше число частей, тем ближе 
получающаяся фигура к настоящему 
прямоугольнику R  πR. Поэтому пло-
щадь круга радиуса R в точности равна 
площади этого прямоугольника, πR2.

По материалам сайта etudes.ru

πR
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Теорема Пифагора и площадь кольца
Наверняка вы знаете несколько до-

казательств теоремы Пифагора. Обсу-
дим ещё одно.

a

b
c

Возьмём прямоугольный треуголь-
ник и  будем вращать его (в плоскости 
треугольника) вокруг вершины остро-
го угла.

Какую площадь при этом «заметает» 
треугольник? С одной стороны, ясно, 
что это просто площадь круга, радиу-
сом которого является гипотенуза, πc2.

С другой стороны, этот круг состо-
ит из частей, заметаемых двумя кате-
тами. С одной из этих частей всё по-
нятно: это круг, его площадь равна 
πa2. Осталось доказать, что площадь  

второй части, кольца, равна πb2, и тео-
рема Пифагора доказана:

πa2  + πb2 = πc2

Утверждение про площадь коль-
ца выглядит довольно неожиданно: 
если увеличивать катет a (не меняя 
катета  b), то, расширяясь, кольцо 
становится всё тоньше и  тоньше  – но 
его площадь не меняется. Вот одно из 
следствий. 

Задача. Персик пред-
ставляет собой шар, внутри 
которого находится косточ-
ка – ещё один шар с тем же 
центром. Докажите, что 
все сечения персика, задевающие ко-
сточку, имеют одну и ту же площадь.

 О замечательных следствиях этой 
задачи мы поговорим в другой раз. 
А сейчас вернёмся к утверждению про 
площадь кольца.

ПИФАГОР НА ВЕЛОСИПЕДЕ

Григорий Мерзон
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Велосипедная теорема Мамикона
Представим себе, что катет b – это... 

рама велосипеда. Велосипед едет по 
кругу: его заднее колесо катится без 
проскальзывания по окружности ра-
диуса a, переднее колесо – по окруж-
ности радиуса c.

Оказывается, что нужное нам ут-
верждение о площади кольца – это 
частный случай следующей замеча-
тельной теоремы.

Если велосипед1 с рамой длины b 
проехал так, что следы и от перед-
него, и от заднего колеса образуют 
замкнутые кривые, то заключённая 
между ними площадь2 не зависит от 
траектории велосипеда и равна πb2.

Строгое доказательство этой тео-
ремы потребовало бы использования 
математического анализа. Но чтобы 
понять, в чём тут дело, разберёмся со 
случаем, когда заднее колесо вело-
сипеда движется не по произвольной 
кривой, а по замкнутой ломаной.

Пока заднее колесо движется по 
одному из звеньев, переднее тоже 
движется по прямой; а когда заднее 
доезжает до конца звена – оно оста-
навливается, а переднее колесо пово-
рачивает по дуге окружности.

Интересующая нас площадь – это 
сумма площадей секторов. Радиус 
каждого из них – длина рамы велоси-
педа. А так как направление велоси-
педа делает в итоге полный оборот, за-
штрихованные секторы складываются 
в полный круг. То есть интересующая 
нас площадь действительно равна πb2.

В заключение этого доказатель-
ства – вопрос. В велосипедной теореме 
речь шла о движении на плоскости. 
А что будет, если велосипедист совер-
шил столь большое путешествие, что 
траекторию уже нельзя считать пло-
ской, а только нарисованной на сфере: 
будет ли заметаемая рамой площадь 
по-прежнему равна площади круга ра-
диуса b? Будет больше? Меньше?
1 Велосипед должен быть идеально-математиче-

ским: мы считаем, что его толщина нулевая, а главное, 
что он едет без проскальзывания. Последнее означает, 
в частности, что в каждый момент рама направлена по 
касательной к траектории заднего колеса.

2 Можно для простоты считать, что эти кривые не 
имеют самопересечений и не пересекаются друг с дру-
гом. Х
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Пчелиные соты – удивительное тво-
рение природы. «Геометрические» спо-
собности пчёл позволяют им строить 
восковые соты в виде паркета из пра-
вильных шестиугольников. 

Почему пчёлы не делают свои «доми-
ки» квадратными или треугольными? 
Оказывается, шестиугольная форма 
самая экономичная, так пчёлы меньше 
расходуют воск – строительный мате-
риал сот. Убедитесь в этом, рассмотрев 
треугольник, квадрат и правильный 
шестиугольник с одинаковыми пери-
метрами, ведь только этими тремя ви-
дами правильных многоугольников 
можно замостить плоскость. Простые 
расчёты покажут, что наибольшую 
площадь имеет правильный шести
угольник. Его форму и выбрали для по-
стройки мудрые пчёлы, как будто про-
анализировав паркеты из правильных 
многоугольников.

Пчелиные соты можно обнаружить 
на чехословацкой марке 1963  года, 

п о с в я щ ё н н о й 
XIX  съезду Все-
мирной федерации 
пчеловодческих 
ассоциаций. Об-
ратите внимание 
на фигурку из че-
тырёх тёмных шестиугольников  – она 
лежит в основе решения одной из задач 
международной олимпиады «Турнир 
городов» 2010 года. Вот её условие: 

Можно ли поверхность октаэдра 
оклеить несколькими правильными 
шестиугольниками без наложений 
и пробелов?

Фигурка с марки даёт положитель-
ный ответ на вопрос задачи. Вырезав 
фигурку из бумаги и перегибая её, 
можно сложить правильный октаэдр. 

Как это сделать, показано на следу-
ющей странице. По штриховым лини-
ям делаются перегибы, пары вершин 
A–B, C–D, E–F и M–N нужно последо-
вательно совместить при свёртывании. 

Николай Авилов
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Кстати, фигуры, состоящие из четы-
рёх правильных шестиугольников, мате-
матики называют тетрагексами. 

Легко убедиться, что существует всего 
семь тетрагексов, изображённых спра-
ва. Попробуйте выяснить, какими ещё 
фигурками тетрагексов можно оклеить 
правильный октаэдр? Х
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Автор Александр Перепечко

Метеорит  имеет  форму  выпуклого  многогран-
ника  с  четырёхугольными  гранями,  по  нему  
ползает  робокраб.  На  грани  робокраб  всегда  си-
дит  так,  что  с  каждой  стороны  от  него  (спереди,  
сзади  и  по  бокам)  есть  своё  ребро  этой  грани.  
Он  двигается  по  метеориту  вперёд,  назад  (пя-
тясь)  или  боком  (влево  и  вправо),  просто  пере-
ползая  с  грани  на  грань  через  их  общее  ребро,  
а  поворачиваться  не  умеет.

Робокраб  хочет  оказаться  на  грани,  с  которой  
он  начал  путешествие,  в  положении,  отличном  
от  исходного  (как  если  бы  он  повернулся).  Обя-
зательно  ли  ему  это  удастся?

Художник Алексей Вайнер


